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1. Schon lange kannte man die Eigenschaft gleichseitiger Dreiecke , der zufolge die alge- 
braische Summe der Entfernungen, welche ein Punkt in der Ebene eines solchen Dreiecks von 
dessen Seiten hat, eine unveränderliche und von der besondern Lage dieses Punktes unabhängige 
Grösse bildet — sie ist der Höhe des Dreiecks gleich — und wusste ausserdem, dass etwas 
ganz ähnliches in Beziehung auf regelmässige Tetraeder für Punkte im Raume gelte, ohne dass 
es gelingen wollte, diejenigen allgemeineren, für Dreiecke und Tetraeder jeglicher Art geltenden 
Lehrsätze zu ermitteln, welche die eben genannten Beziehungen als besondere Fälle in sich 
schliessen. Je natürlicher und unwillkührlicher aber die Frage nach dieser Verallgemeinerung 
sich jedem darbieten musste, der mit der in Rede stehenden Eigenschaft der beiden regelmässigen 
Raumgebilde sich beschäftigte, desto grösser mag die Zahl derer gewesen sein, welche die 
Antwort auf diese Frage gesucht haben, ohne sie zu finden. Wenigstens ist, wie schon bemerkt 
wurde, geraume Zeit hindurch von einem Erfolge dieses Snchens nichts bekannt geworden. Und 
in der That darf diese Erscheinung nicht eben sehr befremden, Denn obschon es wahr ist, dass 
die Art und Weisse, wie dje meisten allgemeinen Eigenschaften der Dreiecke für gleichseitige 
sich vereinfachen nämlich dadurch, dass zwei oder mehrere für ungleichseitige Dreiecke von 
einander getrennt liegende Punkte bei gleichseitigen in einen einzigen zusammenfallen — dass 
diese Art und Weise, sage ich, auch in unserem Falle sich wiederfindet, so gehören doch die 
Punkte, um die es sich hier handelt, nicht zu denen, welche auch bei andern Untersuchungen über 
Dreiecke eine hervortretende Rolle spielen, und darum gewöhnlich den Namen der merk- 
würdigen Dreieckspunkte führen. Rein Wunder daher, wenn sie sich selbst einem wiederholten 
Nachforschen zu entziehen wussten, wie ich unmittelbar durch eigne Erfahrung mich zu überzeugen 
Gelegenheit gehabt habe, 

2. Einem Mathematiker Belgiens gelang es, so viel mir bekannt, zuerst, unserm allgemeinen 
Lehrsatz auf die Spur zu kommen, In dem 18. Bande der geschätzten französischen Zeitschrift*) 
welche der wackere Herausgeber J. D. Gergonne fast ein Vierteljahrhundert ohne Unterbrechung 
fortführte, die aber, wahrscheinlich in Folge der grossen politischen Erschütterungen, im Sommer 
des Jahres 1830 mit den beiden ersten Heften des 2g. Bandes einging und später durch das 

''O Annales de Mathematiques pures et appliquees, recueil periodique redige et publie par I. D. Gergonne. 

X 
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Journal de Mathem. pures ct appliquöes etc. par J. Liouville ersetzt wurde, erschien unter 
dem Titel 

Problemes et theoremes sur les polygones et sur les polyedres 
eine Abhandlung, in welcher M. A. Timmermanns, damals Professor am Athenäum zu Doornick, 
für Dreiecke und Tetraeder die Eigenschaft nachwies, welche die Verallgemeinerung der gleich 
anfangs erwähnten Beziehungen bildet. Da aber die Abhandlung überhaupt mehr kurze Andeu- 
tungen als Ausführungen enthält, und manche Seite des Gegenstandes sogar ganz unberührt lässt, 
so erscheint eine ausführlichere Behandlung desselben auch jetzt noch nichts weniger als 
überflüssig, zumal da mit Grund anzunehmen ist, dass selbst unter denen, für welche der Gegen- 
stand unmittelbares Interesse hat, gar mancher sich befindet, dem die Timmermanns’sche Abhand- 
lung nicht zu Gesicht gekommen ist. 

Ich will daher die Gelegenheit, welche mir die diesjährige Feier des Siftungsfestes unserer 
Landesschule darbietet, benutzen, diese ausführlichere Behandlung des Gegenstandes vorzunehmen 
und denselben wenigstens für die Dreiecke zu einem gewissen Abschluss zu bringen. Dabei 
darf ich hoffen, das in den Anhängen zu van Swinden bereits von mir gelieferte, zu umfassenden 
und gründlichen Uebungen in der Geometrie bestimmte Material zu vermehren und somit Lehren- 
den wie Lernenden einen nützlichen Dienst zu erweisen. 

3. Aber mich leitete bei dieser Wahl des Gegenstandes für das diesjährige Festprogramm 
unserer Pforta noch eine andere Rücksicht. Ich wünschte nämlich zugleich auch demjenigen 
Zwecke solcher Schulschriften gerecht zu werden, welchen man ohne Zweifel vorzugsweise im 
Auge hatte, als man vor einem Vierteljahrhundert die Gymnasien unserer Monarchie zu einer 
regelmässigen Herausgabe derselben verpflichtete. Aus der grossen und nichts weniger als immer 
glücklichen Abgeschiedenheit, in welcher unsere Lehranstalten sich früherhin befanden, sollten 
sie heraus und der OefFentlicbkeit und dem Leben näher treten. Um ihnen mehr und mehr die 
allgemeine Theilnahme zuzulenken, welche sie als Bildungsstätten der Jugend und somit als An- 
stalten, auf denen im wahrsten und vollsten Sinne des Wortes die Hoffnungen des Vaterlandes 
beruhen, unbestritten verdienen, sollten sie selbst dazu initwirken, dass ihre Einrichtungen und 
Bestrebungen auch in weitem Kreisen näher bekannt würden, sollten sie von Zeit zu Zeit eine 
so viel als möglich vollständige Rechenschaft über ihr gesammtes Thun und Treiben öffent- 
lich ablegen.*) 

In genügender Weise lässt sich aber offenbar dieser Zweck nicht erreichen, ohne dass die 
Schule den ausser ihr Stehenden eine so viel als möglich vollständige Einsicht gestattet nicht 
nur in das zur Entwickelung und Uebung der Kraft des jugendlichen Geistes angewandte Material 
selbst, sondern auch und ganz vorzüglich in die Art und den Geist seiner Behandlung. Daher 

Es wäre gewiss von besonderem Interesse , auf Grund der bisherigen Erfahrungen eine wahrheitsgetreue 
Antwort zu geben zu suchen auf die Frage: Ob und in wie weit dieser Zweck durch die bisherigen Pro- 
gramme erreicht worden ist"? Und w r enn diese Frage wenigstens nicht unbedingt bejaht werden konnte, den 
Umstanden nachzuforschen, die hierbei als schädlich gewirkt haben. 
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besteht schon seit längerer Zeit die Bestimmung, dass die für die ohern Classen gegebenen 
Themata zu deutschen und lateinischen Aufsätzen in den Programmen bekannt gemacht 'werden. 

Man kann es nur bedauern, dass für die Mathematik nicht etwas ähnliches geschieht, und 
freilich nicht wohl geschehen kann, theils weil regelmässige und ausführliche Arbeiten für diesen 
Lehrgegenstand noch nicht an allen Gymnasien eingeführt sind, theils weil es selten möglich 
sein würde, die Themata zu denselben in der erforderlichen Kürze anzugeben, ohne ein volles 
Yerständniss und eine richtige Würdigung derselben ausnehmend zu erschweren oder ganz un- 
möglich zu machen. 

An unserer Landesschule bestehen solche Arbeiten. Den Stoff zu mehreren derselben , die 
den Mitgliedern der ersten Classe theils schon vor einer Reihe von Jahren, theils in der jüngsten 
Vergangenheit aufgegeben wurden, bildete die Verallgemeinerung der mehr erwähnten Eigen- 
schaft gleichseitiger Dreiecke, Die nachfolgende Abhandlung soll daher auch dazu dienen, — 
ich bitte diesen Gesichtspunkt bei der Würdigung des Ganzen nicht zu übersehen — dass der 
Leser wenigstens im Allgemeinen sich ein Urtheil über Kern und Wesen solcher Arbeiten bilde. 
Ich sage, im Allgemeinen; denn manche Aenderung an dem ursprünglich zur Bearbeitung auf- 
gestellten Material brachte theils die Natur der Sache, theils eine nochmalige Ueberarbeitung 
des Gegenstandes mit sich. 

Dieser letztgenannte Zweck meiner Arbeit war es auch, der den Ausschlag dafür gab, dass 
ich mich bei ihr nicht, wie bei den beiden frühem von mir verfassten Festprogrammen der latei- 
nischen sondern der Muttersprache bediente, 

4. Nimmt man auf zwei Seiten AC und BC eines beliebigen Dreiecks ABC (Fig. 1) die 
Segmente AE, BD von gleicher Länge mit der dritten Seite AB, zieht die unbegränzte, durch die 
Punkte D, E bestimmte Gerade QDES und fällt von einem beliebigen Punkt derselben, N, auf 
die Dreiecksseiten oder deren Verlängerungen die Senkrechten NK, NL, NO, so ist, wenn wir 
den Inhalt des Vierecks AB DE durch V bezeichnen, 

V == NAB + NAE — NBD 
= -|-(NO + NL — NK) 

also 

2 V 

NL + NO — NK = i-X 
c 

Da nun offenbar sowohl der Inhalt des Vierecks ABDE als auch die Länge der Seite c 
nicht die geringste Veränderung durch ein Fortrücken des Punktes N auf der Geraden QS er- 
leidet, so ist klar, dass, wie sehr auch die einzelnen Senkrechten NK, NL, NO ihre Grösse und 
Lage mit der Lage von N ändern mögen, das Aggregat aller drei Linien sich niemals ändert, 

2 V 

eben weil es der Geraden gleich ist, welche durch ■ ■ ■ dargestellt wird. 

1 # 
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Wir erhalten demnach den Lehrsatz: 

Nimmt man auf zwei Dreiecksseiten und zwar von ihren nicht gemeinschaftlichen 
Endpunkten aus Segmente von gleicher Grösse mit der dritten Seile , so ist die durch 
die beiden auf jenen erstem Seiten erhaltenen Punkte bestimmte Gerade in ihrer unbe- 
grämten Länge der geometrische Ort aller derjenigen Punkte, für welche das Aggregat 
ihrer Entfernungen von den Dreiecksseiten eine unveränderliche Grösse bildet. 

Anmerkung. Um der nölhigen Kürze willen mag eine solche Gerade künftig den Is’amen Eiufornuiujsort führen. 

5. Neben dieser Unabhängigkeit von der besondern Lage des Punktes N auf QS’, welche 
das Aggregat unserer drei Senkrechten behauptet , findet , wie bereits angedeutet worden , auch 
eine Abhängigkeit Statt, nämlich der einzelnen Senkrechten, und zwar nicht blos hinsichtlich ihrer 
Grösse, sondern auch hinsichtlich ihrer Lage und somit des Vorzeichens, das sie als Glieder des 
Aggregates führen. 

Es können aber alle drei Senkrechte additiv sein, oder zwei, oder endlich nur eine einzige. 

Die Regel, nach welcher die Lage des Punktes N auf QS hierüber entscheidet, ist einfach. 
Unterscheidet man bei jeder Dreiecksseite eine innere und eine äussere Flanke oder 
Kante ■ — um den hier zweideutigen Ausdruck Seite zu vermeiden — und versteht unter jener 
die den beiden andern Seiten zugewendete, unter dieser die ihnen abgewendete, so lässt sich 
unsere Regel also aussprechen: 

Jede Senkrechte ist additiv, deren zugehörige (auf ihr senkrecht stehende) Seite den 
Punkt N auf ihrer innern Flanke hat, subtractiv im entgegengesetzten Fall. 

Verlängert man daher jede der Seiten eines Dreiecks ABC (Fig. 2) über beide Endpunkte 
hinaus, so wild dadurch die ganze Dreiecksebene in sieben Felder getheilt, die sich eben durch 
die den einzelnen Senkrechten zukommenden Vorzeichen von einander unterscheiden. Das von 
dem Dreieck ABC selbst gebildete Feld ist dasjenige, innerhalb dessen der Punkt N liegen muss, 
wenn alle drei Senkrechte einerlei Vorzeichen haben sollen, und somit am natürlichsten additiv 
genommen werden. Die drei Felder ZBCU, VCAW und XABY sind diejenigen, wo je eine 
Senkrechte substractiv ist, im ersten nämlich NK, im zweiten NL, im dritten NO; in jedem der 
drei noch übrigen Felder endlich sind zwei Senkrechte subtractiv, und zwar für UCV die beiden 
NK und NL, für YBZ die beiden NK und NO, und für XAVV die beiden NL und NO. 

Anmerkung. Es lässt sich auch an diesem Beispiel dein Anfänger anschaulich machen, das,s der Gebrauch 
subtractiver Grosse« lediglich dazu dient, die nöthige Allgemeinheit zu erlangen. 

6. Es ist leicht zu sehen, wie die Eingangs erwähnte Eigenschaft gleichseitiger Dreiecke ein 
besonderer Fall des in (4) entwickelten Lehrsatzes ist. Denn w'ird AB — AC = BC, so fallen 
offenbar die den Entfernungsort bestimmenden Punkte D und E mit C , der Gegeuecka von AB, 
zusammen. Jetzt also können alle die unendlich vielen Geraden, die sich durch C ziehen lassen, 
als Entfernungsörter angesehen werden, oder mit andern Worten, die ganze Dreiecksebene ist 
der geometrische Ort für Punkte von der in Rede stehenden Beschaffenheit. Das bisherige 
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Viereck ABDE geht jetzt in das Dreieck ABC über; die algebraische Summe unserer drei Senk- 

2 A 

rechten ist darum = — — d. h. gleich der Dreieckshöhe. 

7. Die meisten Eigenschaften gleichseitiger Dreiecke haben als Vereinfachungen und somit 
Abschwäcliungen inhaltsvollerer Beziehungen ungleichseitiger Dreiecke das mit einander gemein, 
dass man zu einer und derselben von ihnen gelangen kann, indem man von verschiedenen und 
zwar oft recht merklich unter einander verschiedenen Beziehungen nicht regelmässiger Dreiecke 
ausgeht. Dieser Umstand hat in der Natur der Sache selbst seinen Grund. Denn in jenen Ver- 
einfachungen muss ja nothwendig Alles abgestreift werden , was seinen Grund und Halt in der 
Verschiedenheit der Seiten und Winkel und der vielen davon abhängigen andern Linien, Winkel 
und Punkte hat, und es können darum, wie jedermann sieht, zwei und mehrere Sätze durch eine 
solche Abschwächung ihres Inhaltes gerade das verlieren, wodurch sie bisher von einander ver- 
schieden waren. 

Auch auf unsere in Rode stehende Eigenschaft gleichseitiger Dreiecke findet das eben Ge- 
sagte Anwendung. Denn es giebt für sie nicht blos die eine bisher näher entwickelte Verall- 
gemeinerung , sondern wenigstens noch eine zweite, welche eine nähere Erwähnung verdient. 

Ist nämlich N ein beliebiger Punkt in der Ebene eines Dreiecks ABC (Fig. 3), bezeichnet 
man dessen Entfernungen NK, NL, NO von den Seiten a, b, c beziehungsweise durch p, , p„ , p„„ 
die zu den einzelnen Dreiecksseiten gehörigen Höhen durch h, , h„ , h,„, so ist: 

p, _ ABNC p„ _ ACNA p,„ __ AANB , 

h, AABC ’ h„ AABC’ h,„ AABC’ 

P, , P„ , p,„ _ ABNC + ACNA + AANB _ AABC __ . 
h, " l “ h„ h,,, AABC AABC 

und wir erhalten so den 

Lehrsatz: Das Aggregat der drei Quotienten, die man erhält, wenn man die Ent- 
fernungen eines beliebigen Punktes in der Ebene eines Dreiecks von dessen Seiten einzeln 
durch die zu eben diesen Seiten gehörigen Dreieckshöhen dividiert, ist der Einheit gleich. 

Anmerkung 1. Nennen wir der milbigen Kürze halber einen solchen Quotienten, weil er aus zwei Linien 
gebildet ist, die auf einer Dreiecksseite senkrecht oder normal stellen, den zu dieser Seite gehörigen Normalquotienten , 
so kann man unsern Lehrsatz einfache«* also aussprechen : Nimmt man in der Ebene eines Dreiecks einen beliebigen 
Punkt, so ist das Aggregat der Normaicjuotienten seiner drei Seiten der Einheit gleich, bildet also eine constante, von 
der besondern Lage des Punktes unabhängige Grösse. 

Anmerkung 2. Lieber die Vorzeichen der einzelnen Quotienten entscheidet die Lage des Punktes N in der 
Weise, die wir vorher (5) ausführlich erörtert haben. 

Anmerkung 3. Ohne alle nähere Erläuterung sieht man ein, dass für ein gleichseitiges Dreieck unser Satz 
dahin ausgesprochen werden kann: Das Aggregat der Entfernungen des Punktes N von den Seiten des Dreiecks ist 
gleich dessen Höhe. 

Anmerkung 4. Von selbst ergeben sich aus unserem Satz die beiden bekannten Beziehungen: 

a) Zieht man in einem Dreieck drei Transversalen, welche einen gemeinschaftlichen Dip chschniltspimkt haben, 
so ist das Aggregat der drei Quotienten, die man erhalt wenn man die untern Abschnitte .durch die zuge- 
hörigen ganzen Trans . e;salen dividiert, gleich der Einheit. 




b) Doppelt so gross als das genannte Aggregat ist dasjenige, welches entsteht, wenn man da, wo bisher die 
untern Abschnitte standen, durchweg die zugehörigen obern setzt. 

Anmerkung 5. Nähere Beachtung verdient die Verschiedenheit der beiden zuletzt genannten Ternionen von 
Quotienten hinsichtlich der Bestimmung der Vorzeichen ihrer einzelnen Glieder. Für die unteren d. h. diejenigen 
Quotienten, deren Zähler die untern Abschnitte der Transversalen bilden, ist die Regel, nach der sich das Vorzeiche?» 
jedes Gliedes bestimmt, durchaus dieselbe wie für die Normalquotienten (Amnerk. 1) und die einzelnen Senkrechten 
einer zu einem Entfernungsorte gehörigen Teniion. 

Nicht so ist es bei den Quotienten, wo die obern Abschnitte der Transversalen erscheinen, und die man darum obere 
nennen könnte. Hier gewinnt man die nach den Vorzeichen der einzelnen Glieder verschiedenen Felder (5) nicht 
durch die Dreiecksseiten und deren Verlängerungen, sondern durch diejenigen Geraden, welche m^n mit diesen Seiten 
parallel durch deren Gegenecken zieht. Es ist nicht schwer, sich von der Richtigkeit dieser Bestimmung zu über- 
zeugen und darum eine nähere Erörterung, um sie zu begründen, überflüssig. 

8. Der in dem vorhergehenden Paragraph mitgetheilte Lehrsatz scheint bisher nicht die 
Beachtung gefunden zu haben , die er verdient. Mehrere freilich schon auf andern Wegen ge- 
fundene Beziehungen lassen sich durch seine Hülfe ungemein leicht und einfach herleiten. 

Wir wollen dies an einigen Beispielen nachweisen. 

a. Fällt der Punkt N zusammen mit dem Mittelpunkt des innern Kreises, dessen Radius r ist, 
so giebt unser Satz sofort 



r 

h, 



+ 



r 

K 



+ 



1, also- 



I + !_+ L 

h, h„ T h„ 



d. h. in jedem Dreieck ist der reciproke Werth vom Radius des innern Berührungskreises so 
gross als die Summe der reciproken Werthe von den drei Dreieckshöhen. 

h. Liegt dagegen N in dem Mittelpunkte des zur Seite a gehörigen äussern Berührungs- 
kreises, dessen Radius r', so haben wir, wie man ohne alle weitere Erläuterung sieht, 



r' r' r' , , 1 

+ f— + 7— = 1, also — = 

fl, fl« a,„ »V 



_1 + 1 +L 

h, T h„ h„ 



und in ganz ähnlicher Weise erhält man, wenn t° und r'" die Radien der zu den Seiten b und c 
gehörigen äussern Berührungskreise bezeichnen, 

1 = I i _t_ 1 

r„ h, h„ h,,„ 

_L_ ^ L. + 1 J_ 

r,„ h, h /A h,„ 



d. h. der reciproke Werth vom Radius eines äussern Berührungskreises ist so gross als der 
Ueberschuss von der Summe der reciproken Werthe von den beiden Höhen der nicht zugehörigen 
Seiten über den reciproken Werth der dritten, 
c. Daher ist auch: 



J_=I + L + i_ 

r r, r„ r,„ 

d, h. der reciproke Werth vom Radius des innern Berührungskreises ist so gross als die Summe 
der reciproken Werthe von den Radien der drei äussern. 
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d. Fällt N zusammen mit dem Mittelpunkt des äussern Kreises, dessen Radius R, so ist 
unserem Satze zufolge: 



R . cos A 

~h r - 



R cos B . R cos C 

r + — r 



und demnach, da, wie bekannt, 



auch 



oder 



h, = 2 R sin B sin C etc. 

2 sin A cos A + 2 sin B cos B + 2 sin C cos C j 

4 sin A sin B sin C 

sin 2 A + sin 2 B + sin 2 C — 4 sin A sin B sin C 



e. Ist N der Höhendurchschnitt des Dreiecks, so hat man 

2 R cos B cos C . 2 R cos A cos C . 2 R cos A cos B 

2 R sin B sin C 2 R sin A . sin C + 2R sin A sin B 

oder 

cotg A cotg B + cotg A cotg C -f- cotg B cotg C = I 



und hieraus durch Multiplication mit 

tg A . tg B . tg C 

tg A + tg B + tg C = tg A . tg B . tg C . 



f. Hat N eine solche Lage, dass (Fig 4) 

NAB = NBC = Nlk = a 



(N bildet in diesem Falle den gemeinsamen Durchschnitt der Peripherieen derjenigen 
drei Kreise, von denen der eine die Seite a zur Sehne und b zur Tangente, der andere 
b zur Sehne und c zur Tangente, der dritte c zur Sehne und a zur Tangente hat) 

so ist 



also 



und 



Nun ist aber 



p, = NK == NB sin a 
p„ = NL = NC . sin « 
p„, = NO = NA . sin a, 

NB . sin « A NC . sin a . NA . sin a 
th, ’ K, 



NB, NC 
h, ^ h„ 



+ 



NA 



coseca (1) 



NB = c 



sm ce 
' sin ANB 



c 



sin « 
sin B 




NC = a 
NA = b 



& 



sm 


(X 




sm 


a 


sin 


BNC 




sin 


TT 


sin 


« 


= b 


sin 


<y. 


sin 


"cnaT 


sin 


A 



Demgemäss verwandelt sich unsere Gleichung (1) in 



a 

h„ . sin C 



h 



h,„ . sin A 






c 

h, . sin B 



cosec 2 « 



oder nach bekannten Beziehungen, in 

2 R sin A , 2 R sin _B 211 sin C 

2 R sin A sin 2 C 2 R sin 2 A . sin B 2 R sin 2 B sin 2 C 



das ist 

Und hieraus 



cosec 2 A + cosec 2 B + cosec 2 C == cosec 2 « (2) 



cosec 2 « 



1 + cotg 2 a = 1 + cotg 2 A + 1 + cotg 2 B + 1 + cotg 2 C 

oder 



cotg 2 « = cotg 2 A + cotg 2 B + cotg 2 C + 2 

= (cotg A + cotg B + cotg C) 2 wegen 

der in (e) nachgewieseneu Beziehung, 
also 



cotg « = cotg A -j- cotg B + cotg C (3) 



Anmerkung. Die beiden in den Gleichungen (2) und (3) dargestellten bemerkenswerthen Beziehungen zwischen 
dein Winkel t* und den Dreieckswinkeln fand zuerst der bekannte Herausgeber des Journal'« für Mathematik, A. L. Crelle 
lind machte sie bekannt in der Schrift: Ueber einige Eigenschaden des geradlinigen Dreiecks. Berlin 1816. 

Weiche wesentlichen Dienste zur Vereinfachung des Beweises für diese Eigenschaft der Dreiecke unser Satz ge- 
währt, wird man am feesten ermessen können, wenn inan den vorstehenden Beweis mit dem in der genannten Schrift 
Cpag. 14 sqq) befindlichen vergleicht. 

g. AN werde verlängert bis zum Durchschnitt mit BC in G ; setzen wir BG == a', CG = a", 
BÄG = A', CAG ~ A", behalten über für NU und NO die bisherige Bezeichnung p„ und p„, 
hei und nehmen endlich an, dass a' ; ß.“ s= m : n sei. 

Einer bekannten Eigenschaft der Dreiecke zufolge ist nun; 
p,„ : p )f = sin A' : sin A" — a' b : a" o 

— m n a' h ; m n a" c 
= m b : n c, also auch 

: ?” = m t» • Ui ’• n c h,„ ~ 2 m A : 2 n A 

= m : n 
= a' : a" 



und wir gewinnen so den 
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Lehrsatz: Nimmt man in der Ebene eines Dreiecks einen beliebigen Punkt, so ver- 
halten sich die zu ihm gehörigen Normalquotienten je zweief Seiten wie die diesen beiden 
Seiten anliegenden Segmente, in welche die dritte Seite durch die Gerade getheilt wird, 
welche die Gegenecke dieser Seite mit dem in Rede stehenden Punkt verbindet, 
h. Durch Hülfe des eben ausgesprochenen Satzes lassen sich manche Aufgaben leicht lösen, 
die ohne seine Anwendung mancherlei Schwierigkeiten darhieten würden. 

Würde z. B. verlangt, man sollte in der Ebene eines Dreiecks den Punkt finden, für welchen 
die Normalqnotienten der drei Dreiecksseiten in einer solchen gegenseitigen Beziehung stehen, 
dass der eine n mal so gross als die beiden andern zusammen und von den letztem der eine r 
mal so gross als der andere. 

Sollte also 



und 




P» __ r P»> 



sein, so nehme man den Punkt G (Fig. 3) auf BC so, dass BG 

1 



. BC, ziehe AG und 



nehme auf dieser N so, dass AN 
Denn es ist: 



n + 1 



r + 1 

. AG . In N hat man den gesuchten Punkt, 



Jb».. E» — ßG : GC = 1 : r . ferner 

K, 



Pi. 



GN _ n 
GA n + 1 ’ 



also 



n 

n + 1 



+ r 



.hll + . Pi» = ] mithin 

K, K, 



(r + 1) = I 



n 

n + 1 



1 

n + 1’ 



und darum 



flr + IK) 

Vh„ h 





(n + 1) (r + 1) 


p» _ 


r 


K 


(n + 1) (r + Y) 


C\ - 


n(r-+l) _ n 



(n + 1) (r + 1) n -j- 1 



P» 
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i. Die drei Transversalen AD, BE, CE (Fig, 5), welche durch die Berührungspunkte des 
innern Berührungskreises bestimmt werden , haben bekanntlich einen gemeinsamen Durchschnitts- 
punkt; bezeichnet man die zu diesem Punkt N gehörigen Normalquotienten der drei Seiten a, b 
und c beziehungsweise durch q,, q„ , q ; „, so ist weil AE = AF = £ (-- a + b + c) etc. 



q„ : q, = — a + b + c : a — b + c 
q,„ : q„ = a — b + c : a + b — c 
q„, + q„ : q„ = 2 a : a + b — c 
q,,, + q„ : q, = 2 a (— a + b + c) : (a — b + c) (a + b — c) 
q,„ + q„ + q, : q, — 2 a (— a + b + c) + (a — b + c) (a + b — c) : (a — - b + c) (a + b — c) 
also 



1_ 

q> 



l 



2 a ( — a + b + c) 

(a — b -j- c) (a + b — c) ’ 



und in ähnlicher Weise 



1 j , 2 b (a — h + c) 

q,, ( — • a + b + c) (a + b — c) 



1 2 c . (a + b — c) ,, 

= 1 + . - i - , — r-7 f— ; — daher 

q,„ ( — a + b + c) (a — b + c) 

L + L+L-H + 2 a (— a + b + c ) 2 + 2 b (a — b + c) 2 + 2 c (a + b — c) 2 
q, q „ q w (— a + b + c) (a - b + c) (a + b — c) 



Nun ist aber: 

a( — a + b + c) 2 + b(a — b + c) 2 + c(a + b- — c) 2 =4 abc — ( — a+ b + c)(a — b + c) (a + b — c), 
demnach 

1,1 ,1 „ , 8 abc — 2 ( — a + b + c) (a — b -p c) (a + b — cj 

^ q»> qw — (— a + b + c) (a ■— b + c) (a + b — c) 



„ 8 abc (a + b + c) 

d + lWÄ* 



abc a + b + c 

TT 2& 



1 + 4R . i 

r 



r + 4 R 

r 



und weil in jedem Dreieck 



r + 4 R = r' + r" + r'" 
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. . 1,1 ,1 

so ist I — "P — + 

q, q« q-/- 



r' + r" + r'" 
r 



d. h. in jedem Dreieck ist für den Punkt, in 'welchem sich die durch die Berührungspunkte des 
innern Kreises bestimmten Transversalen schneiden, die Summe der reciproken Werthe von den 
Normalquotienten der drei Seiten so gross als der Quotient, den man erhält, wenn man die Summe 
der Radien von den drei äussern Berührungskreisen durch den Radius des innern dividiert. 

k. Nimmt man (Fig. 5) BD' = CD, CE' = AE und AF' = BF, so bilden bekanntlich 
D', E', F' die Punkte, in denen die einzelnen Dreiecksseiten von den ihnen zugehörigen äussern 
Berührungskreisen berührt werden; die Transversalen AD', BE', CF' haben auch einen gemein- 
samen Durchschnittspunkt. Nennt man für diesen Punkt N' die Normalquotienten der Dreiecks- 
seiten ,q, „q und ,„q, so ist: 



„q : ,q = a — h + c : — a + b + c 
,„q : „q = a + b — c:a — b + c 
,„'l + „q : „q — 2 a : a — b + c 
,/,q + „q : ,q = 2 a : — a + b + c 
q + „q + ,q : ,q = a + b + c : — a -j- b + c, also 
— a + b + c 



a + b + c 



und daher 



a — h + c 

" q ~ a + b + c 



.»q = 



a + b — c 
a + b + c 



, darum 



,q . „q . ,„q = 



( — a + b + c) (a — b + c) (a + h — c) 
(a + b + c) 3 



16 A 2 

(a + b + c) 4 



(■ 



a + b + c 






d. h. Für denjenigen Punkt N' in der Ebene eines Dreiecks, in welchem sich die Transversalen 
schneiden, welche durch die Punkte bestimmt werden, die die Dreiecksseiten mit den Peripherieen 
ihrer äussern Berührungskreise gemein haben, sind die drei Normalquotienten so beschaffen, dass 
ihr Produkt gleich ist dem Quadrat des Quotienten, den man erhält, wenn man den Durchmesser 
des innern Kreises durch den Dreiecksumfang dividiert. 



2 * 
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Anmerkung 1. Zwei solche Punkte wie N und N', (Fig. 5) die beide Durchschnittspunkte von solchen Trans» 
versalenternionen sind, von denen die eine aus der andern dadurch hergeleitet ist, dass man die Seitensegmente 
a', a" unter einander vertauscht, eben so b', b'' und c', e", wollen wir einander zngeordnete oder zu ein- 
ander gehörige Punkte nennen. 

Anmerkung 2. Man könnte die Punkte N und N' noch näher als solche bezeichnen, die in Beziehung auf 
die Seitensegmente einander zugeordnet sind, um sie von denen zu unterscheiden, für welche etwas ähn- 
liches hinsichtlich der Winkeisegmente gilt. Punktenpaare der letztem Art bilden die gemeinsamen Durchschnitts- 
punkte vpn je, z\yei solchen Transversalenternionen , von denen die eine aus der andern dadurch hergeleitet worden 
ist, dass bei letzteren in ähnlicher Weise, wie man vorhin die Seitensegmente a' , a" etc. vertauschte, die Winkel- 
segmente A', A" etc. vertauscht worden sind. Dass die so entstandene zweite Ternion in allen Fällen einen gemein- 
schaftlichen Durchsc.hniltspunkt haben muss, wo die erste ihn hat, ist eine bekannte Eigenschaft der Dreieeke. Der 
Mittelpunkt des äussern Kreises und der Höhendurchschnilt jedes Dreiecks bilden ein Paar solcher Punkte — Gegeti- 
p unkte mögen sie der Kürze halber heissen. — Eine nicht geringe Anzahl der zum Theit interessantesten Eigen- 
schaften dieser beiden Punkte kommen ihnen als Gegenpunkte zu. Man hat diesen Umstand bisher zu wenig beachtet. 

Anmerkung 3. Die Gegenpunkte verdienen diesen ihren Namen auch darum, weil ein gewisser Gegensatz 
zwischen ihnen immer staufindet. 

Dies gilt namentlich für ihre Entfernungen von den Dreiecksseiten. Das Verhältniss dieser Entfernungen von 
zwei Seiten ist für den einen von zwei Gegenpunkten stets das umgekehrte oder entgegengesetzte von dem für den 

andern. In einzelnen Fällen greift dieser Gegensatz noch weiter wie z. B. bei dem Schwerpunkt und seinem Ge- 

genpunkt. Denn während jener, wie schon L’Huilier in der gehaltreichen Schrift: 

De relatione mutua capacitalis et (erminorum figurarum, Varsaviae 1782 pag. 50 sqq. 
gezeigt hat, derjenige Punkt in der Ebene eines Dreiecks ist, für welchen die Quadratsnmme seiner Entfernungen von 

den Ecken ein Kleinstes ist, gilt, wie später gefunden wurde, dasselbe für die Quadrate der Entfernungen des Gegen- 

punktes von den Dreiecksseiten. 

Ein einfacher Elementarbeweis dieses letzteren Satzes ist folgender: 

Es sei S der Schwerpunkt des Dreiecks ABC fFig. 7a), S' sein Gegenpunkt ; von jedem derselben ziehe man Senk- 

A A A A 

rechte auf die Dreiecksseiten; ist nun SAB = S'AC — A', und SAC ■= S'AB = A", so haben wir 

SL . S'L' = AS . AS' . sin A' sin A" = SN . S'N', 
a i so S'L' : S'N' = SN : SL = h,„ : h„ = b : c 

wo h,, und h„, die zu den Seiten b und c gehörigen Höhen und demnach bekanntermassen SL = £ ö// Ul,tl 
SN = ^ h"'; in ähnlicher Weise ist S'K' : S'L' = a : b, so dass also S'K' : S'L' : S'N' *= a : b : c 

Setzen wir daher S'K' = n . a, so ist auch S / L / =n . b und S'N' = n . c, 

also 2 A S'L'N' = S'L' . S'N' . sin N'S'L' = n- b c sin A, also 
A S'L'N' = n 2 . A} und Oben so 

A S'K'N' = n 2 . A = A S'K'L' = A S'L'N' 

Demnach ist S' der Schwerpunkt des Dreiecks K'L'N' und daher, wenn O ein beliebiger Punkt in der Ebene 
dieses Dreiecks, 

SR' 2 + S'L' 2 + SR 72 = ÖK 2 + ÖL' 2 + ÖN' 2 - 3 ÖS' 2 

Dagegen ist, wenn OP, OQ, OB die Senkrechten von O auf die Dreiecksseiten sind, 

ÖF 2 -f ÖQ 2 + ÖR 2 = ÖK 72 + ÖL' 2 + ÖN' 2 — (PK' 2 + QL/ 2 + RN' 2 ) 

Nun bilden aber PK', QL', RN' die Orthogonalprojectionen des gemeinsamen Objects OS' auf die Seiten des 
Urdreiecfcs, sie sind also entweder sämmtlich kleiner als ihr Object, oder höchstens eine eben so gross als dasselbe, 
also jedenfalls 

3 OS' 2 > PK' 2 + QL' 2 + RN' 2 
SR' 2 + SR' 2 + SR' 2 < ÜP 2 + ÖQ 2 + ÖR 2 



darum auch 
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also da 0 ein ganz beliebiger Punkt in der Ebene des Dreiecks ist, so bildet die Quadratsumme 

SAv' - + MV 2 + SW 2 

ein Minimum. 

Einen anderen Beweis für unsern Satz bat durch Hülfe der Coordinatengeometrie und Differentialrechnung ein Wiener 
Mathematiker I.. C. Schulz von Strasznicki in der Schrift gegeben, welche er im Jahre 1827 unter dem Titel: „Das 
gradlinige Dreieck und die dreiseitige Pyramide nach allen Analogien dargestelit a erscheinen liess. 

Selbst abgesehen davon, dass der genannte Gelehrte den Punkt S' nicht auf den einfachen Begriff von Gegenpunkt 
des Schwerpunktes zurückgefübrt hat, möchte der vorstehende elementare Beweis nicht gerade einen Vergleich mit 
dem Strasznicki’schen, wie er sich pag. 12 sqfl. der angeführten Schrift befindet, zu scheuen haben. 

1. Bezeichnet man für den Mittelpunkt des innern Berührungskreises die Normalquotienten 
durch q', q", q"', so folgt unmittelbar aus bekannten Lehrsätzen, dass 

q' : q" : q'" = a : b : c, 

also 

== Ü: Q n — — c 

** a + b + c 5 ^ a + b + c’ a + b + c’ 

demnach ist: 

,q = 1—2 q', „q = 1 - 2 q", „,q = 1 — 2 q'", 

also auch 

q' = t („q + ,,,q), q" = * (,q + »,q ) 5 q'" = i Cq + »q) 

d. h. der Mittelpunkt des innern Beriihrungskreises und der Punkt, in welchem sich die Trans- 
versalen schneiden, welche durch die Punkte bestimmt werden, in denen die Dreiecksseiten von 
ihren äussern Berührungskreisen berührt werden, haben eine solche gegenseitige Lage, dass für 
den ersten der Normalquotient jeder Seite das arithmetische Mittel zwischen den Zu den beiden 
andern Seiten gehörigen Normal quotienten des andern Punktes ist. 

m. Nimmt man den Punkt, welcher dem Mittelpunkt des innern Kreises zugeordnet (Anmerkung 
zu k) ist, und nennt die zu ihm gehörigen Normalquotienten 'q, "q, '"q, 

so ist: 'q : "q : "'q = h, : h„ : h,„ 

also, wenn man die Zähler unserer Quotienten durch p', p", p'" bezeichnet, 

p' : p" : p'" = h, 2 : h„ 2 : h,„ 2 

d. h. die Entfernungen des dem Mittelpunkte des innern Kreises zugeordneten Punktes von den 
Dreiecksseiten verhalten sich wie Quadrate der zu diesen Dreiecksseiten gehörigen Höhen. 

n. Die dem Mittelpunkt des äussern Kreises zugehörigen Normalquotienten der Seiten mögen 

t tt nt 

q, q, q heissen ; man hat alsdann 

, RcosA sin 2 A 

q 2 R sin B sin C 4 sin A sin B sin C 

„ sin 2 B 

q 4 sin A sin B sin C 

,,, sin 2 C 

q 4 sin A sin B sin C 
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Nun ist aber, wenn D, E, F (Fig. 3) die Fusspunkte der Dreieckshöhen sind, wie bekannt, 
DE = R sin 2 C, DF = R sin 2 B, EF = R sin 2 A 

demnach ist: 

q : q : q = EF : DF : DE, 

also 

' _ EF " _ DF __ DE 

q DE + DF + EF ’ q DE + DF + EF ’ q DE + DF + EF 

o. Ganz dieselben Werthe wie die bisher betrachteten Normalquotienten eines gegebenen 
Punktes haben die schon oben (Anmerkung 4 zu 7) erwähnten Quotienten , welche man erhält, 
wenn man jeden untern Abschnitt der durch diesen Punkt gezogenen Transversalen durch die 
ganze Transversale dividiert. Man könnte diesen Quotienten den Namen Transversalquo- 
tienten geben und zwar untere Transversalquotienten, um sie von den obern zu unterscheiden 
d. h. denjenigen, wo die obern Abschnitte der Transversalen die Dividenden bilden. 

Bezeichnet man für einen beliebigen Punkt die untern Transversalquotienten durch q„ q,„ q„„ 
die obern durch Q, , Q„ , Q,„ , so ist stets 

Q/ = q« + fy/M ~ <h + v, = q> + q ( , 

weil q, + q„ + q,„ = 1 = Q, + q, 

p. Aus dem eben Gesagten ergiebt sich in Verbindung mit dem, was vorher (1) erwiesen 
worden ist, der 

Lehrsatz : Der Mittelpunkt des innern Berührungskreises und sein zugeordneter Punkt 
stehen in einer solchen Beziehung, dass für den letzteren der obere Transversalquotient 
einer Seite doppelt so gross ist, als der untere Transversalquotient eben dieser Seite 
für den ersten. 

q. Aus der vorhin (n) entwickelten Beziehung ergiebt sich noch der 

Lehrsatz: Construiert man die drei Höhen eines Dreiecks, verbindet deren Fusspunkte 
unter einander und zieht die Transversalenternion , welche sich im Mittelpunkt des 
äussern, Kreises schneiden , so ist das Rechteck aus dem untern Abschnitt einer dieser 
letztem Transversalen und aus dem Umfang des durch die Fusspunkte der Höhen be- 
stimmten Dreiecks gleichflächig dem Rechteck aus der ganzen Transversale und aus der 
Entfernung der Fusspunkte der zu den beiden andern Seiten gehörigen Höhen. 

8. Doch um uns nicht zu weit von dem Gegenstände, von dem wir ausgiengen, zu entfernen, 
kehren wir nach dieser kleinen Abschweifung wieder zu ihm zurück. 

Man kann den früher (4) entwickelten Lehrsatz dahin verallgemeinern, dass man von dem 
Punkte N nicht Senkrechte nach den Dreiecksseiten, sondern überhaupt solche Gerade zieht, von 
denen die eine mit ihrer Seite Winkel von derselben Grösse bildet, wie die beiden andern ein- 
zeln mit den ihrigen. 
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Denn nennt man solche Gerade XL', NK' , NO', während NK, XL, NO ihre bisherige Be- 
deutung behalten, und bezeichnet den Winkel, unter welchem die Geraden nach den Dreiecksseiten 
gezogen sind, durch cp, so ist (Fig. 1) 

— NK' + NL' + NO' — ( — NK + XL + NO) cosec <p 

Ist also — NK + NL + NO eine von der besondern Lage des Punktes N auf QS unab- 
hängige Länge, so gilt dies natürlich auch von ( — NK + NL + NO) cosec<p d. i. von 
— NK' + NL' + NO'. 

Nimmt man also auf zwei Dreiecksseiten von ihren nicht gemeinschaftlichen Endpunkten aus 
Segmente von gleicher Grösse mit der dritten Seile und zieht von einem beliebigen Punkt N der 
durch diese beiden Punkte bestimmten Geraden nach den einzelnen Seiten des Dreiecks Linien 
unter einerlei Winkel , so ist das Aggregat derselben eine unveränderliche von der besondern 
Lage des Punktes N unabhängige Länge. 

9. Construiert man alle drei Entfernungsörter QS, TU, VW (Fig. 6) eines Dreiecks, nimmt 

also BD = AE = AB, CF = AG = AC, und CH == Bl — BC, so ist , wenn man F mit A 

verbindet und diese Gerade bis zum Durchschnitt mit VW in K verlängert; 

AG : AF = CA : AF = CB : BH = BI : BH = AI : AK 

mithin sind die Dreiecke AFG und AKl ähnlich, und darum wegen der daraus sich ergebenden 

Gleichheit der Winkel die Geraden TU und VW einander parallel. Auf ganz ähnliche Weise 
lässt sich zeigen, dass TU und VW parallel mit QS ist. 

Wir sehen also dass 

unsere drei Entfernungsörier unter einander parallel sind. 

Anmerkung 1. Diesen Parallelismus durfte man im Voraus verniuthen, weil, wenn er nicht Statt fände, also 
je zwei Oerter sich schnitten, diesen Durchschniltspunkten die Eigenschaften beider Enlfernnngsörier zugleich zukom- 
men müssten, also auch stets 

2 ABDE = 2 AGFC ^ 2 (ABC — AIII) 
c b a 

sein müsste, was mindestens sehr unwahrscheinlich. 

Anmerkung 2. Für ein gleichschenkeiiges Dreieck ist der zur Grundlinie gehörige Entfernungsort dieser Grund- 
linie parallel, und fallen die beiden andern Oerter ganz mit ihr zusammen. 

10. Bezeichnet man durch 2(a) p das Aggregat der Senkrechten, welche man von einem 
beliebigen Punkte des zur Seite a gehörigen Entfernungsortes auf die Dreiecksseiten fällt, so ist : 



2 03 p 



2 A ABC — 2 A AHI 



b c — (a — b) (a — c) 

ü 

( — a + b + c) sin A. 



. siu A 



In ganz ähnlicher Weise findet man: 

2 00 p = (a — h + c) siu B 
2 (<0 p = (a + b — c) sin C 
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In jedem Dreieck ist also die Senkrechte, welche man von einem Berührungspunkt des innern 
Kreises auf eine der beiden andern Seiten fällt, halb so gross als das Aggregat der drei Senk- 
rechten, welche man von einem beliebigen Punkte des zur dritten Seite gehörigen Entfernungs- 
ortes nach den Dreiecksseiten zieht. 

Anmerkung 1. Man sielit hieraus, dass wenn in einem gleichseitigen Dreieck das Aggregat dieser Entfernun- 
gen gleich ist der Dreieckshöh^, diese Eigenschaft der Höhe nicht sowohl als solcher, sondern mehr insofern zukommt, 
als sie das Doppelte der Entfernung ist, welche ein Berührungspunkt des innern Kreises eines solchen Dreiecks von 
einer der beiden andern Seiten hat. 

Anmerkung 2. Wenn wir künftig von einer Linienlernion eines Entfernungsortes reden, so verstehen wir 
darunter drei solche Gerade, die von einem und demselben Punkte dieses Ortes entweder senkrecht oder unter einem 
andern aber für alle drei Seiten einerlei Grösse habenden Winkel nach diesen Seiten gezogen sind. Die Grösse oder 
Länge einer solchen Ternion ist uns die Gerade, welche man erhält, wenn die drei diese Ternion bildenden Geraden 
nach Maassgabe der den einzelnen zukommenden Vorzeichen zu einer einzigen Linie vereinigt werden. 

11 . ln rechtwinkeligen Dreiecken, wo bekanntlich immer die Cathetensumme um den Durch- 
messer des innern Kreises grösser ist als die Hypotenuse, ist daher das Aggregat jeder Ternion 
des Hypotenusenortes gleich dem Durchmesser des innern Kreises. 

12 . Zieht man durch einen der Berührungspunkte des innern Kreises eine Gerade parallel 
mit einer der beiden andern Seiten und verlängert sie bis sie den zur dritten Seite gehörigen 
Entfernungsort schneidet, so beträgt offenbar die Entfernung dieses Durchschnittspunktes von der 
Dreiecksseite, der man die Gerade parallel zog, die Hälfte von der Länge der ganzen diesem 
Punkt zugehörigen Ternion; die Grösse der nach dieser Dreiecksseite gezogenen Senkrechten 
ist demnach so gross als das Aggregat der beiden andern. 

Hieraus ergiebt sich der 

Lehrsatz: Jeder der beiden Punkte eines Entfernungsortes, in welchen derselbe ge- 
schnitten wird durch eine Gerade, die man parallel mit einer der nicht zugehörigen Seiten 
durch den auf der andern liegenden Berührungspunkt des innern Kreises zieht, hat die 
Eigenschaft, dass er von der einen Dreiecksseite eben so weit entfernt ist, als von den 
beiden andern zusammen. 

13 . Fragt man nach denjenigen Punkten eines Entfernungsortes, für welche zwei Glieder der 
zugehörigen Ternion von Senkrechten an Länge einander gleich sind, so müssen, wie leicht zu 
erachten, als solche diejenigen bezeichnet werden, in denen der Ort die Winkelhalbierenden des 
Dreiecks schneidet. Die innern Winkelhalbierenden unterscheiden sich aber hierbei von den 
äussern dadurch, dass die beiden gleichen Senkrechten für Punkte auf jenen auch stets einerlei 
Vorzeichen haben, für Punkte auf diesen dagegen verschiedene. Dieser letztere Umstand hat zur 
Folge, dass hei solchen Ternionen von Senkrechten eines Entfernungsortes, die zu Punkten ge- 
hören, welche auf einer der äussern Winkelhalbierenden liegen, zwei Glieder als von gleicher 
Grösse aber entgegengesetzten Vorzeichen sich gegenseitig aufheben, dass mithin die dritte Senk- 
rechte allein die Länge des ganzen Aggregates darstellt. 

Man kann daher für einen Entfernungsort die unveränderliche Grösse des Aggregates jeder 
zu ihm gehörigen Ternion von Senkrechten dadurch zur Darstellung bringen, dass man diesen 
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Ort bis zum Durchschnitt mit einer der äussern Winkelhalbierenden verlängert. Die Senkrechte 
von diesem Punkt auf die Gegenseite des halbierten Ausseuwiukels leistet das Verlangte. Zu- 
gleich ergiebt sich hieraus, dass die Entfernungen, welche die drei Punkte, in denen ein Ent- 
fernungsort die äussern Winkelhalbierenden schneidet, einzeln von den Gegenseiten der halbierten 
Aussenwinkel haben, von gleicher Grösse sind. 

Leicht folgt aus dem Bisherigen, dass wenn (Fig. 1) Z der Punkt ist, in welchem der zu 
AB gehölige Entfernungsort QS die den Aussenwinkel bei C Halbierende schneidet, das Dreieck 
ABZ gleichflächig ist dem Viereck ABDE. 

14- Fällt man von dem auf der Seite AC liegenden Berührungspunkt des innern Kreises 
eine Senktrecbte auf die Seite BC, verlängert sie über den Berührungspunkt hinaus um ihre eigne 
Länge und zieht durch diesen Endpunkt eine Parallele mit BC , so ist dieselbe nach (10) der 
geometrische Ort für alle Punkte, welche von BC um die Länge einer Ternion des zu AB ge- 
hörigen Entfernungsortes entfernt sind ; mithin muss nach (13) auf dieser Parallele auch der Punkt 
liegen, in welchem der genannte Ort die durch A gehende äussere Winkelhalbierende schneidet. 

Fällt man also von dem Berührungspunkt des innern Kreises auf der einen Seite eines ungleich- 
seitigen Dreiecks eine Senkrechte auf eine zweite Seite, verlängert dieselbe über den Berührungs- 
punkt hinaus um ihre eigne Länge und zieht durch diesen Endpunkt eine Parallele mit der 
zweiten Dreiecksseite, so haben diese Parallele, die den Gegenanssenwinkcl der zweiten Seite 
halbierende und der Entfernungsort der dritten Dreiecksseite einen gemeinschaftlichen Durcli- 
schnittspunkt. 

15. Durch Betrachtungen, ganz ähnlich den unmittelbar vorhergehenden, läst sich eine Anzahl 
von Lehrsätzen gewinnen, die denen der letzten Paragraphen verwandt sind, z. B. 

Trifft die Senkrechte, welche man von einem Berührungspunkt des innern Kreises 
auf eine zweite Seite fällt, in ihrer über den Fusspunkt hiuausgehenden Verlängerung 
den zur dritten Seite gehörigen Entfernungsort (im Punkte X) so ist die so verlängerte 
Senkrechte halb so gross als die Summe (nicht Aggregat) der drei die Ternion des 
Punktes X bildenden Linien. 

W ir wollen aber diesen Gegenstand hier nicht weiter verfolgen, sondern uns damit begnügen, 
seine weitere Verfolgung der Aufmerksamkeit des Lesers zu empfehlen. 

16. Behalten R und r ihre bisherige Bedeutung, bezeichnet q den Radius vom innern Be- 
rührungskreise des Dreiecks, welches die Fusspunkte der Höhen des Urdreiecks zu seineu Spitzen 
hat, Xh die Summe der Dreieckshöhen, so ist nach dem früher (10) erwiesenen Satz 

•**(a)p + -2(ii)p + ■^(i')p==(b + c) sin A+ (a + c) sinB + (a-|- b) sinC — (asin A + bsinB + csinC) 
= 2 2h - 2 R (sin 2 A + sin 2 B + sin 2 C) 

= 2 2h - 2 R (3 — cos 2 A — cos 2 B — cos 2 C) 

= 2 2h — 2 R (3 — 5_ZlX) 
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weil, wie bekannt, in jedem Dreieck ist: 

ros 2 A + cos 2 B + cos 2 C = ^ ^ " *) 

und demnach 

^(a) p + p + 2 Cc) p = 2 2 h — 2 (2 R + q ) 

d. h. Construiert man für ein Dreieck alle drei Entfernungsörter und für jeden derselben eine 
Ternion von Senkrechten, so ist das Aggregat aller dieser neun Geraden um die doppelte Summe 
aus dem Durchmesser des äussern Kreises und dem Radius des innern Kreises von dem durch die 
Fusspunkte der Höhen bestimmten Dreieck — dasselbe mag kurzweg das Fusspunkt - Dreieck 
heissen — kleiner als die doppelte Summe aller drei Höhen. 

17. Fällt man daher vom ersten Berührungspunkt des innnern Kreises eine Senkrechte auf 
die zweite Seite, von dem zweiten eine solche auf die dritte, und vom dritten auf die erste, so 
ist die Summe dieser drei Senkrechten vermehrt um den Durchmesser des äussern Kreises und 
den Radius vom innern Kreise des Fusspunkt-Dreiecks so gross als die drei Höhen des Dreiecks 
zusammen. 

18. Bekannten Beziehungen zufolge ist 



( — a + b + c) sin A = sin A ( — sin A + sin B + sin C) 2 R 

. . A . B • C Q j, 

= sin A . cos -q- sin — sm y . 8 ii 

a m ä 



A . A 



B 



C 



cos 2 -y . sin jj- . siu 2 . sm y . 16 II 



da, wie bekannt, 



. , A 

4 cos- • r 



. . A . B . C D 
r — 4 sin • sm -y . sm . R 



Es ist demnach 



‘(a) P + p + 2 ( c ) p = | cos 2 y i 2 ‘ 2 



, , B , 

+ cos 2 - 5 - + cos 2 



— r + 4 R 
“ 2 R 

weil in jedem Dreieck bekanntlich (A. S. §. 798 Zus. 1). 



A 



4 - «IS 2 5- + COS 2 



C 



r + 4 R 
2 R 



ist. 



Siehe die Anhänge zu van Swinden §. 797. Bei künftigen €iialen werden wir dieselben kurz mit A. S. 
bezeichnen. 
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Es ist also stets: 

(•^(a) p + ^"(tO p + 2 W p) R = 2 r (r + 4 R) 



(1, h. fällt man aus jedem Berührungspunkte des innern Kreises auf die beiden andern Dreiecks- 
seiten Senkrechte, so ist das Rechteck aus der Summe dieser sechs Geraden und aus dem Radius 
des äussern Kreises gleichflächig dem Rechteck aus dem Durchmesser des innern Kreises und aus 
dem um denRadius eben dieses Kreises vermehrten doppelten Durchmesser des äussern Kreises. 

Zus. 1. Es ist also 

y, y y n A , B „ C 

p : -2.Q,) p : >2(c) p = cos 2 : cos- ^ : cos- j- 

d. h. die Längen der einzelnen zu den drei Entfernungsörtern eines Dreiecks gehörigen Ternio- 
nen verhalten sich wie die Quadrate der Cosinus von den halben Gegenwinkeln der zu den 
Oertern gehörigen Seiten. 

Zus. 2. Die grösste Länge hat also jede Ternion des zur kleinsten Seite gehörigen Ent- 
femungsortes. 

Zus. 3. In einem rechtwinkeligen Dreieck, wo einer der spitzen Winkel doppelt so gross 
als der andere, ist das Dreifache der Länge jeder Ternion des Hypotenusenortes doppelt so gross 
als die Länge jeder Ternion des zur grössern Cathete gehörigen Ortes. 

18.a Oh es auch Dreiecke von solcher Beschaffenheit geben kann, dass die grösste unserer 
drei Aggregatlängen so gross ist als die beiden andern zusammen? 

Zur Entscheidung dieser Frage dient die Erwägung, dass, wenn dies möglich sein sollte, 
nach 18, Zus. I nothwendig auch (unter der V oraussetzung dass c die kleinste Dreiecksseite ist) 
sein müsste 

cos® ^ === cos® ^ + cos® 



also auch 



und darum auch 
oder 



also auch 
und darum 



2 cos® ~ == 2 cos® ~ + 2 cos® 

1 + cos C =ss 2 cos® + 1 + cos B 

£ 

cos C — cos B s 2 cos® 

2 sin * (B + C) sin \ (B — €) =s= 2 sin® | (B + C) 
sin \ (B — C) 5^5 sin ^ (B -f- C) 

(B — C) => -| (B + C) 
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